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概要
n 変数多数決関数  MAJ_{n} :  \{0,1\}^{n}arrow\{0,1\} とは,
 0 または1を示す変数を  n個入力とし,その半数以上
が1であるとき,かつそのときに限り1を出力する
論理関数である.本研究では,  MAJ_{n} を,  m<n に
対する  MAJ_{m} 素子を2層重ねた回路で構成する問題
を考える.コンピュータ探索を用いて  (n, m)=(7,5)
における全探索を行い,得られた結果の一般化を通
じて  (n, m)=(n, n-2) に対して本質的に異なる3
通りの多数決回路の構成を与える.
1 はじめに
 n 変数多数決関数  MAJ_{n} :  \{0,1\}^{n}arrow\{0,1\} とは,






次数2のAND, OR ゲートからなる深さ  \sim 5.3\log n
の回路の確率的な構成法はこれに関する最も美しい
結果の一つである.(他にも,例えば [1, 5, 7] や,よ
り詳細な背景については [3] あるいは [4] の序章を参
照されたい.)
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最近,Kulikov やPodolskii は,この問題の 「ダウ
ンスケール版」 として,  n 変数多数決関数を小さな
定数段数 (特に2段) の  m(<n) 入力多数決ゲート
で計算する回路についての研究を始めた [4]. ここ
で,多数決関数を計算するゲートを多数決ゲートと
呼び,また,  m 入力多数決ゲートを2層重ねた回路
を  MAJ_{m}\circ MAJ_{m} と表す.特に,  MAJ_{n} が  MAJ_{m^{O}}
 MAJ_{m} 回路により計算可能となるような  m の最小
値を求める問題は,単純ではあるが非常に興味深い.
例えば,  (n, m)=(7,5) という非常に簡単なケース
でさえ,このような回路が存在するか否かは自明で
はない.
彼らは,文献 [4] において,  m に対する下界  m\geq
 n^{13/19+o(1)} を示すとともに,計算機による探索によ
り,  (n, m)=(7,5),  (9,7),  (11,9) に対する具体的な
回路の構成法を発見した.一方,この構成法を一般
化し,  n>11 に対する  m の非自明な上界を与える
ことは,未解決問題として残されていた.
本稿では,この問題に答え , 任意の奇数  n>7 に




るĨ. 本研究では,  (n, m)=(7,5) に対して計算機を
用いた全数探索を行い,得られた結果から一般的な
回路を類推するアプローチにより,これを実現した.
なお,  m に対する下界は , その後,1層目のゲー
トが各入力変数を複数回読まないという条件のもと
13種の回路のうち1つについては,[2] にも記載されている.





 n 変数多数決関数  MAJ_{n} :  \{0,1\}^{n}arrow\{0,1\} とは,
 0 または1を示す変数を  n 個入力とし,その半数以
上が1であるとき,かつそのときに限り1を出力す
る論理関数であり,以下のように表される.
 MAJ_{n}(x_{1}, \ldots, x_{n})  =  1[ \sum_{1\leq l\leq n}x_{\iota}\geq n/2]
ここで,1  [ . .  ] は,括弧内の条件が真のとき1を,そ
れ以外のとき  0 を与えるものとする.つまり  MAJ_{n}
は,(  x_{1},  \ldots,  x_{n} における1の数)  \geq(x_{1} , ...,  x_{n} におけ


















の入力とするため,1層目ゲートの数は  n-2 個と
なる.
3 2層の多数決回路探索










例として,文献 [4] により発見された  n  = 7
の場合の回路を図1 として示す.入力変数  x  =
 (x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{7}) である.
図1: 2層の多数決回路  (n=7)
本稿を通じて,図1のような2層の多数決回路を
以下のような数値列で表す.以下の数値列は,図1
の多数決回路を表している.各  [] が1つの1層目
ゲートを表し,その中の数字が各ゲートの入力変数
の添え字を表している.
[1, 2, 3, 4, 5] [1, 2, 5, 6, 7] [1, 3, 4, 6, 6]
[2, 3, 3, 5, 6] [2, 4, 5, 7, 7]
3.2 2層の多数決回路探索  (n=7)
入力数  n=7 について,計算機を用いて  MAJ_{5^{O}}
 MAJ_{5} 回路を全探索し,正し  \langle  MAJ_{7} を計算してい
るものを列挙した.各1層目ゲートは7つの変数から
5つを重複を許して選択するので  {}_{7}H_{5}=462 通りの
2
場合があり,出力ゲートはこれらから5個選択する
ので,回路の総数は  46251.8x10^{11} となる.探索






i) [1,1,1,1,1] と [1,1,1,1,2] と [1,1,1,2,3]
ii) [1,1,2,2,3] と [1,1,2,3,3] と [1,2,2,3,3]
例えば,i) の3通りはいずれも  x_{1} の値を出力し,ii)
の3通りはいずれも  x_{1},  x_{2},  x_{3} の多数決を計算する.
高速化手法を適用した結果,探索する回路の総数は
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4 2層の多数決回路一般化











4.1 一般化に成功した回路  (n=7)
一般化に成功した回路は下記の3種類である.そ
れらの回路をそれぞれ,回路  A_{7} , 回路  B_{7} , 回路  C_{7}
とする.
回路  A_{7} : [3,4,5,6,7] [1 , 1,4,6,7] [2,4,4,6,7]
[1, 2, 3, 6, 7] [1, 2, 3, 4, 5]
回路  B_{7} : [1 , 1,2,2,3] [1,3,4,5,6] [2,3,4,5,7]
[5, 5, 6, 6, 7] [1, 2, 4, 6, 7]
回路  C_{7} : [1,1,1,1,1] [2,2,3,6,7] [3,3,4,6,7]
[4, 4, 5, 6, 7] [5, 5, 2, 6, 7]
4.2 回路  A_{7}
回路  A_{7} の最大の特徴として,1層目のゲートへの
入力において,入力変数の重複が2つであることが
挙げられる.回路  A_{7} を表1として示す.表の縦軸





表1: 回路  A_{7} の各1層目ゲートにおける入力の個数
表1より,各1層目ゲートに欠けている (表上では
 0 が記述) 入力変数,さらに太字で示されている要素
には規則性がある,ということが推測される.以上
の法則性から  n=2k+1 の場合における一般化した
回路を表2として示す.尚,表2において要素が空
白の箇所は全て1が記述されているとする.この回
路は,  k>3 のとき成り立つ.
4表2: 回路  A_{7} をもとに一般化した回路
4.3 回路  B_{7}
回路  B_{7} の1層目ゲートには以下のような特徴が
ある.
 \bullet [1, 1, 2, 2, 3]
入力変数  x の最初の3 ビットのみの入力で構成
されているゲート
 \bullet [5, 5, 6, 6, 7]
 x の最後の3ビットのみの入力で構成されてい
るゲート
. [1, 3, 4, 5, 6], [2, 3, 4, 5, 7]
入力変数の重複が存在しないゲート
. [1, 2, 4, 6, 7]
 x の最初と最後の2ビット,かつ中央の1 ビッ
トの入力で構成されているゲート
以上の法則性により,  n=4k+3 の場合において一
般化した回路を表3として示す.この回路は,  k\geq 2
のとき成り立つ.尚,表中の大斜体0,1は,その範
囲の要素が全て  0 または1であることを表している.




 w_{t}\in \mathbb{N}^{n}(1\leq i\leq 4k+1)
表3: 回路  B_{7} をもとに一般化した回路
を以下のように定める.
1,  0,1 , . . . ,






各1層目ゲートをそれぞれ  m_{1} , . . . ,  m_{4k+1} と表し,
 m_{i}(x)=1[ \sum_{1\leq j\leq n}w_{j^{X}j}\geq 2k+1]
と定める.出力ゲートは,これらの単純な多数決
 1 [ \sum_{J1\leq\leq n-2}m_{g}(x)\geq 2k+1]
とする.
定理1  n=4k+3(k\geq 2) のとき,回路は多数決
関数  MAJ_{n} を計算する.
定理1の証明に関しては第5章にて記述する.
4.4 回路  C_{7}
回路  C_{7} の各1層目ゲートへの入力となっている入
力変数  x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{7}) には以下の特徴がある.
. xì: 1つの1層目ゲートのみへの入力となって
いる.




[2, 2, 3, 6, 7] (太字)).
 \bullet  x_{6},  x_{7}:x_{1} が入力として与えられていないゲー
トにおいて,それ以外の全てのゲートへ1つず
つの入力となっている (例 :[2, 2, 3, 6, 7] (太字)).
また,回路  C_{7} の特徴を図2に示す.これは,回
路を構成する1層目ゲートへの入力の特徴は同じだ
が,正し  \langle MAJ_{7} を計算する回路ならびに計算しな
い回路の違いを示したものである.
正  \ltimes計  r\tau 51ている回路   r\rangle  rightarrow  rightarrow
 [1_{t}1,1,1,1][2,2,3,6,7][3,3,4,6,7][4,4,5,6,7][5,5,2,6,7]\sim_{---\sim}
 iE\ltimes\aleph 9\Gamma 8Tt^{\iota}\delta t0ffi\downarrow
 -
 [1,1,1,1, 1][2,2,4,6,7][3,3^{-}5,6,7\ovalbox{\tt\small REJECT}[4,4,2,6,7][5,5,
3,6,7]arrow^{-}
 arrow
図2: 回路  C_{7} の特徴
 n=2k+3 の場合の一般化した回路を表4として
示す.この回路は,  k\geq 2 のとき成り立つ.
5
表4: 回路  C_{7} をもとに一般化した回路
5 定理1に対する証明
一般化に伴い,  n=4k+3 の場合を考える.こ
こで,  4k+1 個存在する1層目ゲートをそれぞれ
 m_{1} , , m4k  + Ĩ と呼ぶ.  n=4k+3 の場合に構成さ
れる1層目ゲートのうち,  m_{4k+1} 以外のゲートを表
5として示す.また,  m_{4k+1} を表6として示す.表
5と表6で1つの回路を表している.出力ゲートは,
 m_{1},  m_{2} , . . . , m4k  + Ĩ を入力とする多数決ゲートで,そ
の出力は,
 1 [ \sum_{1\leq i\leq 4k+1}m_{i}(x)\geq 2k+1]
となる.
以下,  m_{1},  m_{k-1} を  M_{L},  m_{3k+2},  m_{4k} を
 M_{R} とおく.両者に含まれない,  m_{k} , ,  m_{3k+1} の
関係性をグラフ化したものを図3に示す.グラフ上
の頂点は,入力変数  x の添え字を表しており,辺が
 m_{k},  m_{k+1},  m_{3k+1} を表している.そして,この
グラフはそれぞれの1層目ゲートに存在しない入力
変数を辺で結んでいる.また,ビット列  x に対して,
 |x| で  x に含まれる1の個数を表すこととする.
ここで,  x\in\{0,1\}^{4k+3} に対して,最初の  2k+1
ビットを  x_{A} , 最後の  2k+1 ビットを  x_{B} とおく.す
なわち,  x_{A} は,図3のグラフの上側,  x_{B} は,下側
にそれぞれ対応する.
6表5:  m_{1},  m_{4k} における入力の個数
表6:  m_{4k+1} における入力の個数









さて,  |x|=2k+2 のとき,以下の事実が成立する.
事実2  |x|=2k+2 のとき,図3のグラフの辺と接
している頂点が両方とも真のときのみ,その辺は偽
となる.
証明  m_{1},  m_{4k+1} は,入力における真の個数が以下で,入力変数  |x|=2k+2 のときの全パター  2k+1以上のとき真となる.また,図3のグラフでンで,
  \sum_{1\leq t\leq 4k+1}m 、  (x)\geq 2k+1 に重複がなく,  x から2種類の要素が欠けている状辺となっている  m_{k},  m_{3k+1} の特徴として,要素
であることを証明する.この場合にだけ確かめれば充 態である よって,  |x|=2k+2 のとき,グラフ
で辺となっている  m_{3},  m_{4k+1} を偽にするために分であることは,以下の観察による:  |x|=2k+1 の は,欠けている2種類の要素が真でなければならな場合は,構成する回路の各ゲートが計算する  (n-2)
い.以上により示された.口
事実3  |x|=2k+2のとき,(  M_{L}の全てが真) また
は(  M_{R}の全てが真) のどちらかが成り立つ.
証明  x_{A},  x_{B} の定義より,  |x|=2k+2 のとき,
 |x_{A}|\geq k+1 か  |x_{B}|\geq k+1 のどちらかが成り立つ
ことは明らかである.前者のとき,  M_{L} の全てが真
であり,後者のとき,  M_{R} の全てが真である.以上
により示された.口
補題  4|x|=2k+2 のとき,図3のグラフにおい
て,偽を出力する辺の数が  k 以下のとき,回路の出
力は真となる.
証明 事実3より,(  M_{L}の全てが真) または  (M_{R}の
全てが真) のどちらかは成り立つので,その他の1層
目ゲートが  k+2 個以上真を出力すれば,回路の出
力は真となる.
図3のグラフは,辺の数が  2k+2 であるため,こ
の辺のうち  k+2以上の辺が真のとき,すなわち,偽
を出力する辺の数が  k 以下のとき,回路の出力は真
となる.以上により示された.口
本証明は,  |x_{A}|\geq k+2,  |x_{A}|\leq k-1,  |x_{A}|=
 k+1,  |x_{A}|=k の4通りに分けて行う.
 |x_{A}|\geq k+2 の  b_{\varpi\square ^{\backslash }}^{B.\triangle}
いずれの場合も,  |x_{B}|\leq k なので,事実2より,
 m_{k} , . . . ,  m_{3k+1} のうち,偽となる個数が  k を超える
ことはない.よって補題4より,  |x_{A}|\geq k+2 の場
合,回路は正しく真を出力する.
 |x_{A}|\leq k-1 の場B  \hat{}\square ‐
いずれの場合も,  |x_{B}|\geq k+2 なので,事実2よ
り,  m_{k} , ,  m_{3k+1} のうち,偽となる個数が  k を超
えることはない.よって補題4より,  |x_{A}|\leq k-1
の場合,回路は正しく真を出力する.
 |x_{A}|=k+1 の  \iota_{\varpi\hat{\overline{[J}}}^{B}
 |x_{A}|=k+1 の場合のみ,  |x_{A}|=k+1 かつ  |x_{B}|=
 k+1 となる可能性がある.このとき,以下の補題が
成立する.
補題5  |x|=2k+2 のとき,  M_{L},  M_{R} が共に全て真
ならば,回路の出力は真となる.
7
証明  M_{L},  M_{R} が共に全て真のとき,回路の出力を
真にするために必要な真を出力する1層目ゲートの
個数は,これら以外に3個となる.
 M_{L},  M_{R} が共に全て真となるのは,  |x_{A}|=k+1




また,  |x_{A}|=k+1 と,後に考える  |x_{A}|=k の場
合,  m_{4k+1} を考慮する必要がある.  m_{4k+1} には以下
の補題が成立する.
補題6 図3のグラフにおいて,偽を出力する辺の数
が  k+1 であると仮定する.このとき,  |x|=2k+2
かつ,  x_{2k+2} が真ならば,  m_{4k+1} は真となる.
証明  m_{4k+1} においては,  x_{2k+2} が真ならば,その
時点で真の個数が  2k-1 となる.表6より,  m_{4k+1}
への入力が  0 の入力変数の数は,  2k となる.それら
の入力が全て真となり,かつそれら以外の入力が1




ない.よって,  x_{2k+2} が真のときに  m_{4k+1} が偽とな
る  x の真の入力の組み合わせでは,仮定と矛盾する
ことになる.以上により示された.口
 |x_{A}|=k+1 の場合では,  x_{2k+2}=0,  x_{2k+2}=1
の2通りに分けて証明する.
  \frac{x_{2k+}}{い^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}ず2 =0のとれの 場_{}\square ^{B\wedge-}きも,  |x_{B}|=k+1 となるので,補題
5より,  |x_{A}|=k+1 かつ,  x_{2k+2}=0 の場合,回路
は正しく真を出力する.
 x_{2k+2}=1 のとき
いずれの場合も,  |x_{B}|=k となる.事実2かつ
事実3より,  m_{1},  m_{4k} のうち,真となる個数が
 2k となってしまう場合がある.ここで,補題6より,
 m_{4k+1} は真となるので,  m_{1} , . . , ,  m_{4k+1} のうち,真と
なる個数は  2k+1 となる.したがって,  |x_{A}|=2k+2
かつ,  x_{2k+2}=1 の場合,回路は正しく真を出力する.
8 |x_{A}|=k の  t_{\varpi_{\square }^{\angle\sim}}^{B}
 |x_{A}|=k の場合では,  |x_{A}|=k+1 の場合と同様
に2通りに分けて証明する.
  \frac{x_{2k+}}{い^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}ず2 =0のとれの 場_{}\square ^{a\wedge-}きも,  |x_{B}|=k+2 となるので,事実2
より,  m_{k},  m_{3k+1} のうち,偽となる個数が  k を
超えることはない.よって,補題4より,  |x_{A}|=k
かつ,  x_{2k+2}=0 の場合,回路は正しく出力する.
  \frac{x_{2k+}}{い^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}ず2 =1 の  と_{}\triangleきれの f場_{}\square \prime\cdotも,  |x_{B}|=k+1 となる.事実2か
つ事実3より,  m_{1} , . . . ,  m_{4k} のうち,真となる個数が
 2k となってしまう場合がある.ここで,補題6より,
 m_{4k+1} は真となるので,  m_{1} , ,  m_{4k+1} のうち,真
となる個数は  2k+1 となる.したがって,  |x_{A}|=k か








 (n, m)=(n, n-2) に対して,  MAJ_{n} を計算する
 MAJ_{m^{\circ}}MAJ_{m} 回路を3通り与えた.そしてそれら
の回路に対して,正当性を証明した.
本稿では,  (n, m)=(7,5) について多数決回路の
全探索を行っているが,  n>9 については探索するこ
とができていない.よって今後の課題としては,多
数決回路探索におけるプログラムの改良が挙げられ
る.また,本稿では,  (n, m)=(n, n-2) について
考えたが,回路を一般化していく過程で,  n が大き
くなる程  MAJ_{n} 関数を計算する  MAJ_{m}\circ MAJ_{m} 回
路となるための条件が緩和されていることがわかっ
た.そのことから,入力数が  n-k(k\geq 4) における
多数決回路の探索も今後の課題として挙げられる.
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